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摘　要：钙离子 （Ｃａ２＋）是细胞内最常用的信号分子，它通过钙振荡的形式调节多种不同的细胞活动。双钙库
模型是一个经典的钙振荡模型，它描述了细胞内钙振荡发生的详细机制。但是，该模型中的希尔系数高，不利

于数学分析。本文在降低希尔系数的基础上提出了改进模型，并应用定性理论和分岔理论对其进行了数学分析。

改进双钙库模型的动力学性质与原始双钙库模型相似，但其钙振荡区间更大，振幅变化更明显，更好地体现了

Ｃａ２＋编码细胞信号的方式。双参数分岔分析结合参数敏感性分析的结果表明：Ｃａ２＋流出细胞的速率常数、钙库
上钙释放通道和钙泵的激活常数均可对钙振荡产生明显影响，这些参数的改变可能会引发Ｃａ２＋相关的疾病。本
研究有助于人们更好地从数学层面研究双钙库模型，对理解钙信号及其相关疾病也有一定帮助。
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　第 ５期 牛帅等：改进双钙库模型的分岔分析

　　钙离子 （Ｃａ２＋）是细胞内最常使用的第二信
使［１］，可以调控几乎一切生理过程［２］，例如，肌

肉细胞收缩、神经元细胞释放神经递质、新陈代

谢、学习记忆以及细胞的成熟、分化和凋亡

等［３－４］。Ｃａ２＋信号之所以能调节如此多的生命活
动，归结于它拥有复杂的时空动力学特性［３－４］。当

细胞处于静息状态时，细胞质中 Ｃａ２＋浓度
（［Ｃａ２＋］）很低，大约在０１μｍｏｌ／Ｌ左右，细胞
核和线粒体中 ［Ｃａ２＋］与细胞质接近；细胞内的
Ｃａ２＋大多数储藏于其它细胞器中，这些细胞器被称
为钙库。当细胞受到刺激时，Ｃａ２＋从钙库中释放出
来，细胞质中 ［Ｃａ２＋］迅速达到 １μｍｏｌ／Ｌ以上，
随后被钙泵重新摄入钙库中，形成钙振荡［５－６］。

Ｃａ２＋正是通过其振荡的振幅、周期和持续时间等动
力学特性来控制各种生理活动［７－８］。

细胞中主要的钙库为内质网 （在肌肉细胞中

被称为肌质网）［６］。当内质网释放Ｃａ２＋时，线粒体
会将大量 Ｃａ２＋暂时吸收［９］，在短时间内发挥钙库

的作用［１０］。内质网膜上有两种不同的 Ｃａ２＋释放通
道：ＩＰ３Ｒ（ｉｎｏｓｉｔｏｌ－１，４，５－ｔｒｉｐｈｏｓｐｈａｔｅｒｅｃｅｐｔｏｒ）
和ＲｙＲ（ｒｙａｎｏｄｉｎｅｒｅｃｅｐｔｏｒ）［１１］。ＩＰ３Ｒ对 ＩＰ３分子
敏感［１２］，ＩＰ３分子与 ＩＰ３Ｒ结合可使其释放 Ｃａ

２＋，

称为 ＩＰ３ 诱导钙释放 （ＩＰ３ｉｎｄｕｃｅｄｃａｌｃｉｕｍ ｒｅ
ｌｅａｓｅ）［１３］。ＲｙＲ对 ＩＰ３分子不敏感但对 Ｃａ

２＋敏感，

Ｃａ２＋可促使 ＲｙＲ释放 Ｃａ２＋，称为钙致钙释放
（ｃａｌｃｉｕｍｉｎｄｕｃｅｄ ｃａｌｃｉｕｍ ｒｅｌｅａｓｅ）［１４］。１９９０ 年
Ｇｏｌｄｂｅｔｅｒ等［１５］根据这些生物学事实提出关于钙振

荡的双钙库模型，该模型中双钙库分别指对 ＩＰ３敏
感的钙库 （ＩＰ３ｓｅｎｓｉｔｉｖｅＣａ

２＋ ｓｔｏｒｅ，ＩＳ）和对 Ｃａ２＋

敏感的钙库 （Ｃａ２＋ｓｅｎｓｉｔｉｖｅＣａ２＋ｓｔｏｒｅ，ＣＳ）。
有关该模型的研究可分为两大类：一部分将此

模型扩展为随机模型，研究噪声对钙振荡的影

响［１６－２０］；另一部分从数值模拟方面分析比较了不

同刺激下钙振荡是否存在及其振荡频率的变

化［２１－２３］。我们注意到双钙库模型［１５］产生钙振荡的

核心机制是合作性与正反馈，该机制在数学上体现

为希尔方程，本研究想对其希尔系数和激活常数进

行详细分析，以了解它们在产生钙振荡方面的作

用。本研究在降低原始双钙库模型希尔系数的基础

上提出了改进模型，运用定性理论分析了平衡点的

存在性和稳定性，并利用分岔理论［２４］进一步分析

了分岔点的类型，还结合参数敏感性分析和双参数

分岔分析，研究了关键参数对钙振荡的影响，最后

根据生物学意义提出了相关生理学研究的建议。

１　数学模型
１１　原始双钙库模型

双钙库模型［１５］提出的钙振荡机制可分为四个

阶段 （图１）：①ＩＰ３形成阶段，外界刺激，如激动
剂与细胞膜上的 Ｇ蛋白耦联受体结合，使细胞内
产生ＩＰ３分子。②ＩＰ３诱导钙释放阶段，ＩＰ３分子诱
导ＩＳ上的Ｃａ２＋释放通道打开（ｖ１），释放出的 Ｃａ

２＋

在细胞质内聚集，构成原发 Ｃａ２＋；即使在无刺激
状态下，也会有少量 Ｃａ２＋从细胞外漏入细胞质中
（ｖ０）。③钙致钙释放阶段，原发 Ｃａ

２＋被位于 ＣＳ上
的钙泵泵入ＣＳ中 （ｖ２），当 ＣＳ中 Ｃａ

２＋积累到一定

量时，原发Ｃａ２＋还可引发ＣＳ上的Ｃａ２＋释放通道打
开（ｖ３），释放出的 Ｃａ

２＋是构成钙振荡 （也称钙尖

峰）上升相的主要因素；同时ＣＳ中Ｃａ２＋可漏出到
细胞质中（ｋｆ）。④钙尖峰恢复阶段，位于细胞膜上
的钙泵将细胞质中的Ｃａ２＋泵出细胞外（ｋ），构成钙
尖峰的下降相。

双钙库模型有两点假设： （ｉ）细胞外 Ｃａ２＋的
快速补充使得 ＩＳ中 Ｃａ２＋的量恒定。 （ｉｉ）ＩＳ释放
Ｃａ２＋的量与ＩＰ３分子浓度成正比，而后者与刺激强
度成正比。模型中β表示外界因素对细胞的刺激强
度，其取值范围为０～１。

基于以上机制，Ｇｏｌｄｂｅｔｅｒ等建立了二维模型，
分别用Ｚ和Ｙ表示细胞质和 ＣＳ中 ［Ｃａ２＋］，其表
达式为：

ｄＺ
ｄｔ＝ｖ０＋ｖ１β－ｖ２＋ｖ３＋ｋｆＹ－ｋＺ

ｄＹ
ｄｔ＝ｖ２－ｖ３－ｋｆ

{ Ｙ
（１）

其中，ｖ２＝ＶＭ２
Ｚｎ

Ｋｎ２＋Ｚ
ｎ，ｖ３＝ＶＭ３

Ｙｍ

ＫｍＲ ＋Ｙ
ｍ
Ｚｐ

ＫｐＡ＋Ｚ
ｐ。

模型中３个希尔系数的取值为ｍ＝ｎ＝２，ｐ＝４，其
余各参数值及意义详见文献 ［１５］。

在文献 ［１５］中，当刺激强度 β为 ３０％时，
钙振荡的振幅为１５μｍｏｌ／Ｌ，周期为１ｓ。系统存
在两个霍普夫分岔点 （Ｈｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐｏｉｎｔ，简记
为ＨＢ）：β１＝０２９１和 β２＝０７７５，当０２９１＜β＜
０７７５时，Ｃａ２＋产生振荡，振幅变化范围较小，而
周期变化范围较大。

３３１
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图１　双钙库模型机制图，修改自文献 ［１５］
Ｆｉｇ１　Ｔｈｅｍｅｃｈａｎｉｓｍｏｆｔｗｏｐｏｏｌｍｏｄｅｌ，ｗｈｉｃｈｉｓｍｏｄｉｆｉｅｄｆｒｏｍｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［１５］

１２　改进双钙库模型
原始双钙库模型中希尔系数的取值为 ｍ＝ｎ＝

２，ｐ＝４，这些系数的取值并无严格的生物学意义，
反而不利于数学分析。为了方便分析模型平衡点的

类型及稳定性，将原始模型中的希尔系数降低为ｍ
＝ｎ＝１，ｐ＝２，相应地将ｋ的取值由１０调整为２０，
于是得到改进模型：

ｄＺ
ｄｔ＝ｖ０＋ｖ１β－ＶＭ２

Ｚ
Ｋ２＋Ｚ

＋

ＶＭ３
Ｙ

ＫＲ＋Ｙ
Ｚ２

Ｋ２Ａ＋Ｚ
２＋ｋｆＹ－ｋＺ，

ｄＹ
ｄｔ＝ＶＭ２

Ｚ
Ｋ２＋Ｚ

－

ＶＭ３
Ｙ

ＫＲ＋Ｙ
Ｚ２

Ｋ２Ａ＋Ｚ
２－ｋｆ















 Ｙ

（２）

１３　参数敏感性分析
在原始双钙库模型参数值［１５］的基础上对各参

数值进行 ±１０％的变化，分析参数敏感性［２５］。根

据文献 ［２６］中的参数敏感性分析理论，局部敏
感性系数（Ｓｌｏｃａｌ）的计算公式为：

Ｓｌｏｃａｌ＝
ｐ

ｏｕｔｐｕｔ
Δｏｕｔｐｕｔ
Δｐ

ｐ和△ｐ分别指参数值和参数值的变化量，ｏｕｔｐｕｔ
和△ｏｕｔｐｕｔ是相应的钙振荡的振幅或者周期和它们
的变化量。若 Ｓｌｏｃａｌ＞０，表示随着参数值的增加
（减少），钙振荡的振幅或者周期也增加 （减少）；

若Ｓｌｏｃａｌ＜０，表示随着参数值的增加 （减少），钙

振荡的振幅或者周期减少 （增加）。

２　结　果
２１　原始双钙库模型参数敏感性分析

为了确定原始双钙库模型中各参数在钙振荡中

发挥作用的大小，进行了参数敏感性分析，结果见

图２。本研究规定：若某参数对应的 Ｓｌｏｃａｌ的绝对值
小于１，则该参数为低敏感参数；若其绝对值大于
２，则为高敏感参数；介于两者之间的为中等敏感
参数。对于钙振荡的振幅来说，ＣＳ上钙泵的激活
常数Ｋ２和ＣＳ上钙释放通道的激活常数 ＫＡ为高敏
感参数；对于钙振荡的周期来说，ＫＡ为高敏感参
数。

２２　原始与改进双钙库模型的时间序列比较
文献 ［１５］中提到即使模型中的三个希尔系

数ｍ、ｎ、ｐ均取１，仍会得到振荡结果，但是，本
研究发现这需要同时改变其它多个参数，且其分岔

图只有一个分岔点 （结果未给出）。当 ｍ＝ｎ＝１，
ｐ＝２时，仅需改变一个中等敏感参数，即将 Ｃａ２＋

流出细胞的速率常数ｋ的值由１０变为２０，便可得
到与原模型相似的结果。原始模型与改进模型中细

胞质钙振荡的时间序列图分别见图 ３（ａ）和 ３
（ｂ）。为了便于分析，在改进模型中取 ｍ＝ｎ＝１，
ｐ＝２。
２３　改进双钙库模型的数学计算

根据定性理论对系统 （２）求解可知 Ｚ０ ＝

０３６５β＋００５，Ｙ０由 ａ１Ｙ
２＋ａ２Ｙ＋ａ３＝０确定。其

中：
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ａ１ ＝３８９０１７β
３＋１２２５６７０β２＋

２６７９１００β＋６８２５０００，
ａ２ ＝１７００００４２９β

３＋
６０４８９４７９０β２＋７１４６７００β＋３０２５０００，

ａ３ ＝－５０５７２２１０β
３－

２０７８３１００β２－３１０３２３０００β－４２５００００
显然ａ１＞０且 ａ３＜０，则系统 （２）仅存在一个正
平衡点 Ｅ０ （Ｚ０，Ｙ０

＋），记作 Ｅ０ （Ｚ０，Ｙ０）。系统
（２）在平衡点Ｅ０处的雅可比矩阵为：

Ｊ｜（Ｚ０，Ｙ０） ＝
－２０－ ６５

（１＋Ｚ）２
＋ ８１０ＹＺ
（２＋Ｙ）（０８１＋Ｚ２）２

１＋ １０００Ｚ２

（２＋Ｙ）２（０８１＋Ｚ２）
６５

（１＋Ｚ）２
－ ８１０ＹＺ
（２＋Ｙ）（０８１＋Ｚ２）２

－１－ １０００Ｚ２

（２＋Ｙ）２（０８１＋Ｚ２











）

Ｄｅｔ（Ｊ）＝１６２Ｙ
２＋６４８Ｙ＋６４８＋２０Ｙ２Ｚ２＋８０ＹＺ２＋２００８０Ｚ２

（０８１＋Ｚ）２（２＋Ｙ）２
＞０ （３）

Ｔｒａｃｅ（Ｊ）＝－２１－ ６５
（１＋Ｚ）２

＋ ８１０ＹＺ
（２＋Ｙ）（０８１＋Ｚ２）２

－ １０００Ｚ２

（２＋Ｙ）２（０８１＋Ｚ２）
（４）

图２　参数改变±１０％时关于
（ａ）振幅和 （ｂ）周期的敏感性分析

Ｆｉｇ２　Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆ（ａ）ａｍｐｌｉｔｕｄｅａｎｄ
（ｂ）ｐｅｒｉｏｄｗｈｅｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｒｅ

ｖａｒｉｅｄ±１０％ ｆｒｏｍｓｔａｎｄａｒｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

　　将Ｅ０ （Ｚ０，Ｙ０）代入 （４）式中得到Ｔｒａｃｅ（Ｊ）
的符号由ＡＢＣ决定，其中：

Ａ＝４７０７０４８９（β－００８８８）·
（β－８１２２５）（β２＋９３１９８β＋１０８６７９８）·

（β２＋７０９４７β＋１２５８９８）·
（β２＋５１３８４β＋７９８８９）·

图３　β＝０５时，
（ａ）原始模型与 （ｂ）改进模型的钙振荡时间序列图

Ｆｉｇ３　Ｔｈｅｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓｏｆ［Ｃａ２＋］Ｃｙｔｉｎ

（ａ）ｏｒｉｇｉｎａｌｍｏｄｅｌａｎｄ（ｂ）ｉｍｐｒｏｖｅｄｍｏｄｅｌａｔβ＝０５

（β２＋０３７３４β＋００３５５）·
（β２－０２９８８β＋００６７５），

Ｂ＝－００２７６（β＋３５５５９）（β＋０１９１６）·
（β－８１２４１）（β２＋９３２１８β＋１０８７１７５）·

（β２＋５１３８４β＋７９８８９）·
（β２－０２２０２β＋００２３３），

Ｃ＝［２８９７９·１０１０（β２＋７０７７９β＋１２５３６３）·

（β２＋０３６１２β＋００３３９）（β２－０３３２３β＋００９４５）］
１
２
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分析可得：当０＜β＜０１７６８或０８９９３＜β＜１时，
Ｔｒａｃｅ（Ｊ）＜０，平衡点稳定；０１７６８＜β＜０８９９３
时，Ｔｒａｃｅ（Ｊ）＞０，平衡点不稳定。当 β＝０１７６８
或０８９９３时，Ｔｒａｃｅ（Ｊ）＝０，系统平衡点为非双
曲平衡点。根据分岔理论对这两个平衡点进行详细

分析讨论。

１）当β＝０１７６８时，平衡点为Ｅ１ （０１１４５，
２３６３６），作线性变换为Ｚ１＝Ｚ－０１１４５，Ｙ１ ＝Ｙ
－２３６３６。引入相似变换

Ｚ１
Ｙ[ ]
１

＝ －００８０８ －０２６６６[ ]０９６０４ ０
ｕ[ ]ｖ （５）

可得到新系统

ｄ
ｄｔ
ｕ[ ]ｖ＝

０ ６０６１２
－[ ]６０６１２ ０

ｕ[ ]ｖ＋
ｆ１（ｕ，ｖ）

ｇ１（ｕ，ｖ[ ]） （６）

其中：

ｆ１（ｕ，ｖ）＝－１０３３１ｕ
２－１１８６７６ｕｖ－２５９０５０ｖ２－

０７９８９ｕ３－４５５３１ｕ２ｖ－８０６１７ｕｖ２－４２７２２ｖ３，
ｇ１（ｕ，ｖ）＝－３４０９１ｕ

２－３９１５９４ｕｖ－８５４７８８ｖ２－
２６３６０ｕ３－１５０２３７ｕ２ｖ－２６６０１４ｕｖ２－１４０９６９ｖ３

由Ｈｏｐｆ分岔定理可知：第一李雅普诺夫系数

Ａ＝（１１６（ｆｕｕｕ＋ｆｕｖｖ＋ｇｕｕｖ＋ｇｖｖｖ）＋

１
１６ω
（ｆｕｖ（ｆｕｕ＋ｆｖｖ）－ｇｕｖ（ｇｕｕ＋ｇｖｖ）－

ｆｕｕｇｕｕ＋ｆｖｖｇｖｖ））｜（０，０，β） ＝－３４４６７３＜０
其中ω＝－６０６１２。

当β＝０１７６８时，因为 Ａ＜０，所以，系统
（２）在平衡点Ｅ１处发生超临界分岔。随着参数 β
的增加，当β＞０１７６８时，平衡点由稳定变为不
稳定，同时在平衡点附近的小邻域内产生一个稳定

的周期轨，即系统产生振荡。

２）当β＝０８９９３时，平衡点为Ｅ２ （０３７８２，
０５９６５）。根据上述方法变换得到新系统：

ｄ
ｄｔ
ｕ[ ]ｖ＝

０ ２１５７１０
－[ ]２１５７１０ ０

ｕ[ ]ｖ＋
ｆ２（ｕ，ｖ）

ｇ２（ｕ，ｖ[ ]） （７）

其中：ｆ２（ｕ，ｖ）＝３４９７２３ｕ
２＋１１７９７２ｕｖ－１３１８１２ｖ２

－３８８９ｕ３－６７９９４７ｕ２ｖ－４２９１４２ｕｖ２－１０６２２４ｖ３，
ｇ２（ｕ，ｖ）＝３２４２５３ｕ

２＋１０９３８ｕｖ－１２２２１２ｖ２－
３６０５７７ｕ３－６３０４２７ｕ２ｖ－３９７８８８ｕｖ２－９８４８８ｖ３

同样由Ｈｏｐｆ分岔定理可知：第一李雅普诺夫系数

Ａ＝－２０４５５２＜０，其中ω＝－２１５７１０。
当β＝０８９９３时，因为 Ａ＜０，所以，系统

（２）在平衡点Ｅ２处发生超临界分岔。随着参数 β
的增加，当β＞０８９９３时，平衡点由不稳定变为
稳定，同时在平衡点附近的小邻域内有一个稳定周

期轨的消失，即系统振荡消失。

２４　原始模型和改进模型的比较
通过数学分析发现，与原始模型相比，改进模

型的ＨＢ分岔点发生改变，即系统产生振荡或者振
荡消失的点发生改变。两个模型的动力学行为的数

值模拟见图４。
图４（ａ）显示的是 β为分岔参数时两个模型

分岔图的比较，其中黑色实线表示稳定的平衡点，

红色虚线表示不稳定的平衡点，绿色和橙色实心点

分别表示原始模型和改进模型的分岔图。ＨＢ１和
ＨＢ２为原始模型的左右分岔点，ＨＢ３和 ＨＢ４为改
进模型的左右分岔点。从图４（ａ）中可以看出改
进模型与原始模型有３点区别，即改进模型的两个
分岔点分别向两侧移动，因此，钙振荡区间更大；

随着 β的增加钙振荡时的振幅减小更明显；
［Ｃａ２＋］稳态值更低。图４（ｂ）为原始模型 （绿

线）和改进模型 （橙线）在振荡区间的周期变化，

在同等刺激强度下，改进模型的振荡周期稍微变

短。总之，改进模型与原始模型的动力学行为虽稍

有差别，但整体趋势相同，可以较好地体现原始模

型的性质。

２５　改进模型中β和ｋ的双参数分岔分析
原始模型和改进模型的区别不仅体现在希尔系

数上，而且 Ｃａ２＋流出细胞的速率常数 ｋ也不同。
这说明钙振荡不仅受刺激强度β的影响，还和ｋ有
一定的关系。于是我们通过对β和ｋ的双参数分岔
分析，得到了系统产生极限环振荡的参数区域

（图５阴影部分）。该区域之外为非振荡区域，其
稳定吸引子为相应参数组合下系统的稳定平衡点。

结果表明：当ｋ＜２０８５８或ｋ＞４０１９８７时系
统并无振荡行为；当２０８５８＜ｋ＜１０２３９３时系统
只存在一个 Ｈｏｐｆ分岔点且当 β较小时产生振荡；
当１０２３９３＜ｋ＜２２８４８８时，系统出现两个 Ｈｏｐｆ
分岔点；当２２８４８８＜ｋ＜４０１９８７时系统只存在
一个Ｈｏｐｆ分岔点且当 β较大时才可产生振荡。可
见ｋ值的大小不仅影响钙振荡的有无及 Ｈｏｐｆ分岔
点的个数，而且影响钙振荡所需的刺激强度大小，

表明Ｃａ２＋流出细胞的速率常数 ｋ对细胞质钙信号
有调节作用。
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图４　原始模型和改进模型的 （ａ）振幅和 （ｂ）周期比较
Ｆｉｇ４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆ（ａ）ａｍｐｌｉｔｕｄｅａｎｄ（ｂ）ｐｅｒｉｏｄ
ｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｍｏｄｅｌａｎｄｔｈｅｉｍｐｒｏｖｅｄｍｏｄｅｌ

图５　β和ｋ双参数分岔图
Ｆｉｇ５　Ｔｗｏｐａｒａｍｅｔｅｒｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｆｏｒβａｎｄｋ

２６　改进模型中β和ＫＡ、β和Ｋ２的双参数分岔分析
参数敏感性分析结果 （图２）表明，ＣＳ上钙

释放通道的激活常数 ＫＡ和 ＣＳ上钙泵的激活常数
Ｋ２为高敏感参数，它们对钙振荡的振幅和周期的
影响较大。因此，我们分别以 β和 ＫＡ、β和 Ｋ２为
双分岔参数，分析了不同刺激强度β下ＫＡ和Ｋ２对

Ｃａ２＋是否振荡以及振荡范围的影响 （图６）。图６

（ａ）显示，随着ＫＡ的增大，钙振荡行为、Ｈｏｐｆ分
岔点的个数、振荡所需刺激强度的变化方式与ｋ相
似。图６（ｂ）显示，Ｋ２不断增大导致钙振荡区域
逐渐减小直至消失。因此，ＫＡ和Ｋ２对钙振荡均有
影响，但与ｋ相比，它们的数值变化范围更小，对
钙振荡的影响更大，这与参数敏感性分析的结果是

一致的。

图６　 （ａ）β和ＫＡ双参数分岔图；

（ｂ）β和Ｋ２双参数分岔图

Ｆｉｇ６　Ｔｗｏｐａｒａｍｅｔｅｒｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｆｏｒ
（ａ）βａｎｄＫＡ，（ｂ）βａｎｄＫ２

３　结　论

Ｃａ２＋作为细胞内最重要的信使分子，在将外界
信号传递到细胞内的过程中发挥着重要作用［５］。

双钙库模型是关于钙振荡的经典模型，它描述了外

界刺激如何引发钙振荡的详细机制［１５］。但是，其

核心机制钙致钙释放的数学表达式中希尔方程的希

尔系数太高，不便于数学分析。我们在降低其希尔

系数的基础上提出了改进模型，并首次进行了数学

分析。结合数值模拟结果，我们发现改进双钙库模

型不仅能够较好地反映原始双钙库模型的动力学性

质，其钙振荡范围更广，振幅变化更明显，更好地
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反映了Ｃａ２＋编码细胞信号的方式［２７］。

通过参数敏感性分析和双参数分岔分析，我们

发现Ｃａ２＋流出细胞的速率常数 ｋ、ＣＳ上钙释放通
道的激活常数 ＫＡ、ＣＳ上钙泵的激活常数 Ｋ２均可
对钙振荡产生影响，后两者的影响尤为明显。这些

参数都有一定的生理学意义，ＫＡ和Ｋ２值的改变可
能是由于ＲｙＲ和钙泵蛋白质表达水平的改变所导
致，这会改变 Ｃａ２＋的动力学从而引发相关疾

病［２８－２９］。此外，这些参数之间相互也有关系，如

ｋ和ＫＡ对钙振荡的影响相似，因此作用于它们相
应蛋白的药物便有异曲同工之处，这可为从系统水

平调节钙信号提供理论依据。

综上所述，我们的工作不仅可以使人们更好地

从数学层面研究双钙库模型，对生物医药学者研究

钙信号及其相关疾病也有一定的指导意义。
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